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提示：

1. 各种概念定理过多，本次讲座的目的是根据问卷，选择
一部分困难的内容/题型讲解，知识点不可能全部涉及，看
PPT是必要的。

2. 听说这个课分数还挺高的，不必过于担心（还是担心一
下随机过程吧）。



集合论与组合分析：证明题

图论：重要定理+证明题【欧拉公式/握手定理……】

代数系统与刚体运动：概念+例题



数理逻辑 可以对照下表自行检查还有什么不会的

• 1.判断是否是命题

• 2.写真值表，判断什么式

• 3.等值演算

• 4.等值演算的应用题

• 5.改成析取范式、合取范式

• 6.改成主析取范式、主合取范式，并据此写真值表

• 7.推理证明：附加前提证明法/反证法

• 8.谓词逻辑的命题符号化

• 9.谓词逻辑的换名问题

• 10.谓词逻辑的解释

• 11.化为前束范式



集合论与组合分析
• 1.对称差

• 2.幂集：注意{Φ}的幂集，Φ的幂集，{Φ}的幂集的幂集 A 

• 3.利用数理逻辑证明集合论的命题

• 4.证明集合的势

• 5.伯恩斯坦定理

• 6.康托集的概念与性质



利用数理逻辑证明集合论的命题
• 例：用数理逻辑证明：

• （对称差的结合律）

• 例：下式成立吗？请用数理逻辑判断。



证明集合的势的方法
• 与某个已知势的集合建立联系

• 阿列夫零：自然数、有理数、……

• 阿列夫：(0,1)、实数、……

• 联系：双射/两个单射（伯恩斯坦定理）

• 例如：用两种办法证明 (0,1) 与 [0,1] 等势

• 常见的一些技巧：

• 可列个可列集合的并仍然可列

• 二进制/三进制编码，映射到 (0,1) 【康托集的势，幂集的势】



集合论与组合分析-习题

≈ 表示等势



集合论与组合分析-习题



集合论与组合分析-习题

可数集的幂集的势是阿列夫

这个证明如同证明康托集的势是阿列夫

康托定理：任何集合的幂集的势一定大于其本身的势



集合论与组合分析-习题



矩阵论初步与回归分析
• 1.矩阵求导（A，AB，A的逆求导）

• 2.奇异值分解

• 3.求左伪逆矩阵、右伪逆矩阵、求MP逆矩阵

• 4.做R型/S型主成分分析【原理，方法】

• 5.求实值函数的梯度矩阵

• 【这部分内容已经做了资料且做法比较固定】



图论
• 1.握手定理

• 2.生成子图、导出子图【生成子图的点不能少】

• 3.图的同构

• 4.邻接矩阵、关联矩阵、可达矩阵，利用邻接矩阵计算回路、通路

• 5.强连通、单向联通图、弱联通（判别，构造）

• 6.着色问题（判断，点着色/边着色）

• 7.二部图、匹配、Hall定理（相异性条件、t条件）

• 8.欧拉图（判别，构造）

• 9.哈密顿图（判别，构造）



图论
• 10.平面图、平面嵌入、极大平面图、极小非平面图

• 11.欧拉公式（证明，单连通 -> 多联通分支）

• 12.画平面图的对偶图

• 13.树的概念、余树、弦

• 14.哈夫曼编码



判断是否是哈密顿图，哈密顿图



判断是否是哈密顿图，哈密顿图



判断是否是哈密顿图，欧拉图

不是欧拉
半哈密顿

半欧拉
不是哈密顿

不是欧拉
是哈密顿



给出完全二部图Km,n是哈密顿图的充要条件，并证明。

给出完全二部图Km,n是半哈密顿图的充要条件，并证
明。

证明题



判断是否是极大平面图

加条件：联通

12



图论中的数量关系：握手定理、欧拉公式



图论中的数量关系：握手定理、欧拉公式



图论中的数量关系：握手定理、欧拉公式

泥交真题 2020 （有点难）

六、设G=(V,E)是一个简单无向图，|V|=10.
1.如果m=37,那么G一定是哈密顿图吗?请阐述理由.
2.如果m=22,那么G一定是二分图吗?请阐述理由.
3.如果m=25,那么G一定是平面图吗?请阐述理由.
4.如果deg(vi)(i=1~10)均是偶数，并且m=37,那么G一定是欧拉图吗？请阐述理由.

1. 不一定是哈密顿图。构造K9和一个点构成的联通图，这是半哈密顿图
2. 不一定。二分图判定：没有长度为奇数的回路。不知道具体结构没法判断。
3. 一定不是平面图。
4. 一定是欧拉图。【必须说明连通性再用定理】



图论中的数量关系：握手定理、欧拉公式

备用



图论中的数量关系：握手定理、欧拉公式

备用



代数系统与三维刚体运动
• 1.群、环、域的概念与性质（例：判断...是否构成群？）

• 2.旋转矩阵的概念、性质

• 3.旋转向量

• 4.四元数的概念、运算法则

• 5.欧拉角

• 6.旋转矩阵、旋转向量、四元数、欧拉角的互相转换（推导）



代数系统
PPT 可能不太严谨，有点容易误解

证明是群：<集合，运算>

首先证明构成代数系统：运算是封闭的，结果唯一性

再证明：
有结合律、有幺元、有逆元

若满足交换律，则是交换群（阿贝尔群）
例如：<Z, *> 是否构成群？



代数系统
证明是环：<集合，运算1，运算2>

首先证明 <集合，运算1> 构成阿贝尔群

再证明：
<集合，运算2> 构成半群（封闭，结合）

再证明：
运算2 对运算1有分配律

运算2 满足交换律，则称为交换环



代数系统

证明是域：<集合，运算1，运算2>

首先证明<集合，运算1，运算2>构成环

再证明 <集合，运算1，运算2> 构成交换环

再证明除了零元（指第一个运算的幺元，也是第二个运算的
零元）外 <集合，运算2> 构成群（再满足有幺元、逆元）

除了零元外构成群的交换环是域



代数系统-习题



三维刚体运动

这一章在干什么？
研究三维刚体姿态的各种表征。群是一个研究工具。

为什么有那么多种表征？
用欧氏空间表征平移是连续的、可微的，没有奇异性。然而找不到
这么完美的表征来表示旋转。各种表征各有优劣。所以就要学好多。

欧拉角有万向锁问题，旋转向量/四元数没有奇异性但是有多解性
（正负一样）。SO(3) 非线性，不能直接用于数值优化，底层实现
都是转为四元数/欧拉角进行。



三维刚体运动

四元数的运算（虚数单位看成叉乘）

各种表征之间的转换，可以出计算/证明（求迹）

自行过PPT即可

从李群与李代数理解更好（指数映射，也是容易证
明的）



三维刚体运动

例如：给公式
请用旋转向量表示四元数/用四元数表示旋转向量

例如：给罗德里格斯公式，从旋转矩阵推旋转向量

证明过程在PPT上，关键是求迹



三维刚体运动：根据矩阵指数证明罗德里格斯公式



三维刚体运动 补充



谢谢大家！
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